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DEDICO esta obra: 

 

À todos aqueles que realizam suas atividades com 

profissionalismo e ética,   

o que não é um comportamento fácil de adotar, 

no dia a dia da arte de exercer uma profissão,  

nos dias de hoje.   

 

Lembre-se que:    

Se há respeito,  há ética e 

profissionalismo 

Se há profissionalismo,  há 

trabalho em equipe 
Se há trabalho em equipe,  há confiança 

Se há confiança,  há ambiente de trabalho. 

 

Devemos fazer da ética e do profissionalismo a nossa 

causa e não apenas o “exercer uma profissão”. 

 

O trabalho apresentado nesta obra,  foi feito com 

dedicação e princípios de profissionalismo, 

objetivando,  não apenas fazer ciência,  

mas,  também,  fazer tecnologia. 

 

Não se faz tecnologia, 

sem antes fazer ciência 
E não se justifica fazer ciência,   

se não for para transformá-la em tecnologia.  
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resumo 

ANDRADE, Valdir Carlos Lima de,  MS.,   Universidade Federal de Viçosa,  julho de 

2001.   Um método para descrever o perfil do tronco em árvores de eucalipto 

utilizando geometria analítica.   Orientador:  Helio Garcia Leite.   Conselheiros:  

João Carlos Chagas Campos e Agostinho Lopes de Souza.    

Neste estudo foram avaliados alguns procedimentos para obter equações 

de afilamento do tronco de árvores empregando-se o método da altura relativa.   Para 

este propósito,  foram utilizados,  em um estudo de caso,  dados de cubagem em 188 

árvores-amostra de eucalipto.   No método avaliado,  o perfil do tronco é deduzido 

matematicamente por meio de geometria analítica,  a partir de dados de diâmetros 

medidos na árvore a 0,3 m,  a 1,3 m e em uma posição entre 1,3 m e a altura total,  

obtida pela expressão:  
2

2


Ht
hr .   Neste estudo,  foram avaliadas algumas 

alternativas de divisão do tronco em um maior número de intervalos,  resultando em 12 

alternativas de uso do método.   A melhor alternativa foi selecionada com base nos 

seguintes critérios estatísticos:  menor desvio médio (DM%),  menor Bias(%),  maior 

correlação linear (
(% )YY

^r ) e menor erro padrão residual (
(% )YY

^s ),  entre valores 

observados e estimados de diâmetro e volume ao longo do tronco.   Utilizou-se,  ainda,  

o teste t,  o teste F de Graybill e a precisão obtida pelo teste de Qui-quadrado.   Os 

resultados obtidos foram agrupados em um total percentual,  obtido por:   

   
%

YYYY
(% )(% )% PsrBiasDMTotal

%

^

%

^ 







 100 .   Os dados de diâmetro,  

obtidos pelo método da altura relativa,  empregando-se a alternativa selecionada,  foram 

utilizados no ajuste de um modelo de taper e as estimativas de volume,  obtidas por 

meio da equação resultante,  foram comparadas com as respectivas estimativas obtidas 

por meio da fórmula de Smalian,  a qual resultou em maior precisão.   Ao final,  pode-

se concluir que a melhor alternativa de uso do método,  consiste em dividir o tronco 

em três intervalos,  para efeito de medições no campo e,  em quatro intervalos,  para a 

aplicação do método no sortimento das árvores em pé,  até o limite de diâmetro 

desejado.  
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abstract 

ANDRADE, Valdir Carlos Lima de,  MS.,   Universidade Federal de Viçosa,  

july, 2001.   A method to describe the profile of the stem in eucalypt trees using 

analytic geometry.   Adviser:  Helio Garcia Leite.   Commiittee Members:  Jõao 

Carlos Chagas Campos and Agostinho Lopes de Souza.    

In this study were evaluated some procedures to obtain taper equations 

of trees stem using the relative hight method.   For this purpose,  in a case study,  data 

scaling in 188 eucalypt tree samples.   In the evaluated method,  the stem profile is 

deduced mathematicaly by analytic geometry, from data of measured diameter on the 

tree in 0,3 m, in 1,3 m and in a position between 1,3 m and the total hight,  obtained by 

the expression:  
2

2


Ht
hr .   In this study some stem division alternatives were 

evaluated in a bigger number of intervals,  resulting in 12 alternatives of the method 

use.   The best alternative was selected based on the following statistical criteria: minor 

medium deviation (DM%),  minor Bias(%),  bigger linear correlation (
(% )YY

^r ) and minor 

residual standard error (
(% )YY

^s ),  among estimated and observed diameter values and 

volume along of the stem,  the t test,  the Graybill F test and precision obtained by the 

Qui-square test.   The obtained results were put together in a total porcentage, obtained 

by:  
   

%
YYYY

(% )(% )% PsrBiasDMTotal
%

^

%

^ 







 100 .   The diameter data,  

obtained by the relative hight method using the selected alternative were used in a taper 

model settlement and the volume estimative obtained by the resulting equation,  were 

compared to the respsctively estimatives obtained by the Smalian formula,  where there 

was a higher precision as a result.   As a conclusion,  the best alternative of the method 

use consists in dividing the stem in three intervals,  for field measurings effects and in 

four intervals to use the method in the assortment of the standing trees,  until the 

diameter limit wanted.    
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1. INTRODUÇÃO 

O conhecimento da distribuição do volume de madeira,  em uma 

determinada área florestal,  advém da condução de um inventário,  que se caracteriza,  

em geral,  pela amostragem feita em parte da área total existente.   

Na maioria dos inventários florestais realizados,  para fins de se ter 

informações do volume ou do taper real,  representativo das árvores que compõem toda 

a população inventariada,  se faz necessário adotar um método de cubagem,  feito em 

algumas árvores previamente selecionadas.   Ocorre que,  em geral,  a atividade de 

cubagem exige o abate das árvores amostradas e,  também,  exige que a sua realização 

seja feita em separado das demais atividades pertinentes ao inventário florestal.   Assim,  

propostas que visam promover modificações em métodos de cubagem,  principalmente,  

quanto à quantidade de diâmetros à medir ao longo do tronco e quanto à viabilidade 

em realizar as atividades,  simultaneamente,  com aquelas desenvolvidas durante a 

condução de um inventário florestal,  tornam-se atrativas do ponto de vista de promover 

rapidez e reduções de custos.    

Uma metodologia que tem esta filosofia de trabalho,  denominada de 

método da altura relativa,  foi originalmente idealizada e desenvolvida por ANDRADE 

e LEITE (1997a).   Este método,  foi idealizado para se ter uma seqüência de 

procedimentos técnicos e operacionais à empregar nas atividades que tratam da 

quantificação de multiprodutos em povoamentos florestais.   Conceitos de geometria 

analítica são utilizados para gerar o perfil do tronco.   Através de transformações 

algébricas,  feitas na fórmula do coeficiente angular da reta,  formada em intervalos 

pré-definidos na árvore em pé,  sem a cubagem,  são geradas as expressões de taper.   

Um resumo da primeira versão,  utilizando-se dados de Eucalyptus grandis e de 

algumas espécies de mata primária,  é apresentado em ANDRADE e LEITE (1997b).   

Apesar da inovação técnica gerada com o método da altura relativa,  

depreendeu-se ser necessário alguns desenvolvimentos visando descrever melhor o 

perfil do tronco na porção basal e na parte superior do mesmo (ANDRADE e LEITE,  

1998a).   Assim,  este estudo foi realizado,  tendo,  como objetivo principal,  decidir 

sobre a melhor alternativa de gerar expressões de taper empregando-se o método da 
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altura relativa.   São apresentados os resultados de refinamentos do método da altura 

relativa,  relacionados com a aplicação do mesmo em Biometria Florestal.   Descreve-

se,  também,  a parte essencial do referido método.   Portanto,  de maneira geral,  o 

estudo foi conduzido para atender aos seguintes objetivos:  

 Estudar e avaliar qual a posição,  abaixo de 1,3 metros (m) do terreno,  é a mais 

indicada para medir o diâmetro e descrever o perfil entre 0,0 m e 1,3 m;   

 Estudar e avaliar algumas divisões na parte superior do tronco,  visando decidir 

qual o intervalo é mais adequado para gerar uma expressão de taper para intervalos 

acima da altura relativa até a altura total da árvore;    

 Avaliar o uso dos dados obtidos pelo método da altura relativa no ajuste de modelos 

de taper; 

 Comparar o uso da fórmula de Smalian com o uso da integral das equações de taper,  

para quantificar o volume do tronco. 

Na realização do trabalho,  visando atingir os objetivos,  foram 

enunciadas as seguintes hipóteses:   

HIPÓTESE 1:  

Ho(1):  o volume de madeira,  existente em uma árvore até a altura de 1,3 metros do 

terreno,  deve ser previsto pelo método da altura relativa por meio da fórmula 

de Smalian,  utilizando-se dos diâmetros estimados pela expressão de taper 

gerada pelo intervalo definido entre 1,3 m e hr.   

Ha(1):  não Ho(1).  

HIPÓTESE 2:  

Ho(2):  ao utilizar o método da altura da relativa,  para posições localizadas entre hr1 

com Ht,  deve-se adotar uma única expressão de taper obtida pela média das 

expressões de taper geradas pelos intervalos definidos entre 1,3 m com hr e 

entre hr com Ht.   

Ha(2):  não Ho(2).  

HIPÓTESE 3:  

Ho(3):  para utilizar o método da altura relativa,  deve-se adotar a média aritmética dos 

coeficientes angulares e dos parâmetros ij .   

Ha(3):  não Ho(3).  

HIPÓTESE 4:  
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Ho(4):  para utilizar o método da altura relativa,  deve-se adotar modelos de regressão 

tendo-se o diâmetro medido na altura relativa como variável dependente.    

Ha(4):  não Ho(4).   

HIPÓTESE 5:  

Ho(5):  ao utilizar o método da altura relativa,  deve-se adotar modelos de regressão 

tendo-se os diâmetros calculados em hr1 e hr2 como variáveis dependentes.    

Ha(5):  não Ho(5).   

HIPÓTESE 6:  

Ho(6):  ao utilizar o método da altura relativa,  para calcular o volume do tronco,  deve-

se empregar a integral de expressões de taper.    

Ha(6):  não Ho(6).   
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2. Revisão de literatura 

A modelagem realizada para se quantificar o volume de madeira utiliza 

procedimentos matemáticos,  equacionando-se o cenário da situação encontrada e os 

objetivos de utilização da variável volume.   Diante disso,  decide-se,  então,  pelo uso 

de modelos de único volume ou de multiprodutos.   Estes modelos são obtidos por meio 

de análise de regressão utilizando-se de dados observados em uma cubagem,  isto é,  

dados observados em uma mensuração de diâmetros ao longo do tronco.   Uma boa 

revisão sobre este assunto encontra-se em BELCHIOR (1996).  

A cubagem pode ser feita utilizando-se alturas absolutas ou relativas ao 

longo do tronco,  com a árvore abatida (GOMES, 1957,  AHRENS, 1980,  LIMA, 1986,  

CAMPOS, 1986,  FINGER, 1992,  SCHNEIDER et al., 1996,  PETERSSON, 1999),  

ou com a árvore em pé (SOUZA e JESUS, 1991,  NEGRÓN, 1995,  SCOLFORO et 

al., 1998,  CHICHORRO, 2000,  ANDRADE et al., 2000).   Também,  a cubagem,  

pode ser feita utilizando-se alturas absolutas e relativas ao longo do tronco 

(FIGUEIREDO-FILHO et al.,  1996).    

Após a realização da cubagem e decisão pela quantificação de um único 

produto madeiro,  utiliza-se um modelo volumétrico,  como o de SHUMACHER e 

HALL (1933) ou o de SPURR (1952).   Nestes modelos,  o volume é equacionado em 

função do dap e da altura total da árvore,  respectivamente,  isto é:  

  21

0 HtdapV                       (A), 

          LogHtLogdapLogLogVLog 210                (B) e 

    HtdapV 2

10                 (C). 

em que: 

V = volume;  em m3; 

dap = diâmetro medido a 1,3 metros do solo,  em cm; 

Ht = altura total da árvore,  em m; 

0 ,  1  e 2  = parâmetros da equação à estimar;   

 = erro aleatório; 

Log = logarítmo decimal ou neperiano.   
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O modelo B é a forma linearizada do modelo de SHUMACHER e HALL 

(modelo A).   Dentre os modelos citados (A,  B e C),  o mais recomendado e largamente 

utilizado é o C (CAMPOS et al., 1985,  LOHREY, 1985,  TREVIZOL JUNIOR, 1985,  

CAMPOS, 1986,  LEITE e REGAZZI, 1992). 

Na quantificação de multiprodutos,  podem ser utilizados modelos de 

razão volumétrica,  modelos de taper ou modelos volumétricos múltiplos 

(BURKHART, 1977,  MATNEY e SULLIVAN, 1980, citado por MATNEY et al., 

1985,  AMATEIS e BURKHART, 1987,  ALEMDAG, 1988,  BALDWIN JUNIOR, 

1991,  DEMAERSCHALK, 1973,  MAX e BUKHART, 1976,  AHRENS, 1980,  GOR-

KESIAH e DEMAERSCHALK, 1980,  NEWNHAM, 1988,  KOZAK, 1988,  

PETERSSON, 1999,  LEITE et al.,  1995).    

O uso de quaisquer métodos,  desenvolvidos para predizer o volume 

comercial de árvores,  depende dos objetivos do usuário.   Um estudo desenvolvido por 

SILVA (1996),  com eucalipto,  permitiu concluir que os métodos existentes,  para 

estimar o volume comercial,  apresentam a mesma precisão.   Não houve distinção entre 

usar um ou outro método.    

É um fato consumado de que equações de taper são mais atrativas de 

uso em manejo florestal,  por permitirem o sortimento de uma árvore,  para diferentes 

comprimentos de toras,  em um mesmo diâmetro comercial,  ou,  para um mesmo 

comprimento de toras com diferentes diâmetros comerciais.   Isto implica em conhecer 

o volume e o número de toras em uma árvore.   Esta vantagem foi mencionada ou pode 

ser observada em alguns trabalhos,  por exemplo,  AHRENS (1980),  NEWBERRY e 

BURKHART (1985),  CZAPLEWSKI et al. (1989a e 1989b),  BALDWIN JUNIOR 

(1991),  GÁL e BELLA (1994),  SCHNEIDER et al. (1996),  ANGELO et al. (1997),  

DRESCHER et al. (1999),  MUHAIRWE (1999).    

O taper é um termo técnico utilizado no meio florestal para se referir ao 

perfil do tronco de uma árvore.   Foi definido como sendo a taxa de decréscimo do 

diâmetro ao longo do tronco das árvores (GRAY, 1956,  citado em MUHAIRWE, 1999,  

HUSCH, 1963,  HUSCH et al., 1972,  NEWNHAM, 1991).   As equações obtidas são 

conhecidas como:  equações de taper,  equações de afilamento do tronco,  equações de 

adelgaçamento do tronco,  modelos do perfil do tronco e funções de forma ou do perfil 

do tronco (GOMES, 1957,  AHRENS, 1982,  CZAPLEWSKI, 1989a,  BALDWIN Jr., 

1991,  SCOLFORO et al., 1998,  MUHAIRWE, 1999).   
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A primeira equação de taper que se tem conhecimento foi proposta por 

Hojer (1903,  citado em HUSCH, 1963,  SILVA, 1982,  FIGUEIREDO-FILHO et al., 

1996).   Obtida uma equação taper,  esta é integrada entre os limites h1 e h2 de altura,  

resultando em uma equação para quantificar o volume comercial.   Também,  

realizando-se transformações na equação original,  obtêm-se uma equação para estimar 

a altura até um desejado diâmetro comercial (HUSCH et al., 1972,  AVERY e 

BURKHART, 1983,  LIMA, 1986,  SILVA, 1996).    

No decorrer dos anos,  muitos modelos de taper foram propostos,  alguns 

utilizando-se métodos de regressão linear (GOR-KESIAH e DEMAERSCHALK, 

1980,  MAX e BUKHART, 1976,  HILT, 1980),  ou de regressão não-linear 

(DEMAERSCHALK, 1973,  DEMAERSCHALK e KOZAK, 1977,  KOZAK, 1988,  

PETERSSON, 1999).   Outros modelos,  para descrever o perfil do tronco,  foram 

obtidos utilizando-se técnicas de análise multivariada (AHRENS, 1980).   Ainda,  

existem propostas que utilizam funções Spline para derivar funções de forma (LIU, 

1980).    

Recentemente,  para descrever a forma do tronco,  ANGELO et al. 

(1997) propuseram a combinação da análise de componentes principais com uma 

função spline quadrática.   Os autores,  trabalhando com pinus tropicais,  plantados no 

cerrado brasileiro,  identificaram 3 segmentos no tronco para ser representado pela 

função spline utilizada,  os quais,  explicaram 91% da variação total existente ao longo 

do tronco,  com boa predição de diâmetros.   Já SCOLFORO et al. (1998),  trabalhando 

com Pinus elliottii,  plantados no sul do Brasil,  não obtiveram resultados favoráveis 

ao emprego de funções splines cúbicas para descrever o perfil do tronco.   Um dos 

modelos mais indicados foi um polinômio de 50 grau tendo,  como variáveis 

independentes,  a razão entre a altura na posição do diâmetro medido,  ao longo do 

tronco,  e a altura total da árvore.   Esse resultado,  para a mesma espécie,  também foi 

obtido por DRESCHER et al. (1999).   Ainda,  utilizando o modelo de taper polinomial 

de 50,  em Eucalyptus grandis,  plantados no sul do Brasil,  SCHNEIDER et al. (1996) 

obtiveram predição do número de toras e do volume com boa precisão.    

Trabalhando com 12 espécies florestais,  ocorrentes no Canadá,  GÁL e 

BELLA (1994) avaliaram os modelos de DEMAERSCHALK e KOZAK (1977),  de 

HILT (1980) e de KOZAK (1988).   Foram obtidos os piores resultados para o modelo 
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de Hilt,  sendo que o modelo de Kozak foi o melhor,  mas,  sem comprometer a 

indicação de uso do modelo de Demaerschalk e Kozak.    

CZAPLEWSKI et al. (1989a e 1989b) avaliaram,  para 15 espécies 

florestais ocorrentes no Estados Unidos,  o modelo de MAX e BUKHART (1976) 

incluindo uma comparação com o ajuste em dois estágios deste modelo,  o que 

ocasionou melhorias na predição do taper e do volume.   

MUHAIRWE (1999) trabalhando com 5 modelos de taper em 

Eucalyptus pilularis e Eucalyptus grandis na Austrália,  observou resultados de 

intermediários à insatisfatórios para os modelos de MAX e BUKHART (1976) e de 

KOZAK (1988).  

FIGUEIREDO-FILHO et al. (1996),  trabalhando com Pinus taeda,  

plantados no Sul do Brasil,  avaliou 5 modelos de taper e observou boa regularidade e 

performance do modelo de MAX e BUKHART (1976),  sendo classificado em segundo 

lugar.  

Diante do que foi citado,  os métodos para se obter equações de taper,  

desenvolvidos por:  MAX e BUKHART (1976),  DEMAERSCHALK e KOZAK 

(1977),  KOZAK (1988),  ANGELO et al. (1997) e PETERSSON (1999),  são muito 

interessantes e engenhosos do ponto de vista da teoria envolvida,  porque apresentam 

uma seqüência de raciocínios lógicos e um melhor embasamento teórico para se 

realizar a modelagem do perfil do tronco.   O argumento de serem procedimentos 

complexos,  nos dias de hoje,  não é mais válido para exclusão destes métodos em 

estudos de taper,  pois,  existem muitos softwares e recursos de informática disponíveis 

que reduzem as dificuldades em trabalhar com estes citados modelos de taper.   Estas 

idéias,  merecem destaque no trato das questões de estudos sobre uso múltiplo da 

produção madeireira em povoamentos florestais brasileiros. 
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3. material e métodos 

Conforme foi citado no item 1,  o objetivo principal deste trabalho foi o 

de apresentar e avaliar os novos desenvolvimentos realizados para aprimorar o método 

da altura relativa.   Antes,  porém,  é importante ressaltar que dois trabalhos científicos 

já foram encaminhados,  encontrando-se,  nesta data,  no prelo.   Assim,  entendeu-se 

ser importante descrever o método idealizado com mais detalhes,  conforme item 3.1.      

3.1.  Desenvolvimento do Método da Altura Relativa 

A base teórica do método da altura relativa segue o seguinte postulado:   

“Existe um determinado ponto entre o dap e a altura total de uma árvore que,  

dividindo-a em dois intervalos,  permite-se minimizar os erros da estimativa do taper,  

pois,  em relação ao dap,  considera-se que o perfil de uma árvore seja o resultado da 

intercessão de várias retas com coeficientes angulares,  em determinados intervalos,  

aproximadamente iguais,  sendo que os lados opostos se encontram no ponto 

coincidente com a altura total da árvore,  tendo,  portanto,  o eixo Y como uma reta 

perpendicular que separa igualmente estes perfis”.   Este postulado é melhor 

visualizado na Figura 1,  onde são ilustradas as informações necessárias para o 

desenvolvimento do método.   O ponto de divisão da árvore,  denominado de altura 

relativa (hr),  conforme ANDRADE e LEITE (1998a e 1998c),  é obtido pela 

expressão:  
 

2

2


Ht
hr  (1).    
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A = ponto contendo o par ordenado  









 0,0

0,0
;

2
hY

dh
X ; 

B = ponto contendo o par ordenado  









 3,1;

2
Y

dap
X ; 

C = ponto contendo o par ordenado  

X
dhr

Y hr 










2
; ; 

D = ponto contendo o par ordenado  

 X Y Ht 0; ; 

I = intervalo formado entre h0,0 e 1,3 

II = intervalo formado entre 1,3 e hr 

III = intervalo formado entre hr e Ht 

Figura 1 - Croqui de uma árvore-amostra ilustrando as informações necessárias para 

desenvolvimento do método da altura relativa (ANDRADE e LEITE,  

1998a).   

Conforme ANDRADE e LEITE (1998a e 1998c) as informações,  

indicadas na Figura 1,  são utilizadas nas seguintes expressões:  

2

31

00

00

)dhdap(

h,
CAR

j

j

,j

,

jI 


           (2),  

2

31

)dhrdap(

hr,
CAR

jj

j

jII 


          (3) e 

2
)dhr(

Hthr
CAR

j

jj

jIII


            (4). 

 

em que: 

CARij = coeficiente angular da reta definida pelo i-ésimo intervalo na j-ésima árvore-

amostra,  onde i = I,  II e III (Figura 1);   
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dh0,0j,  dapj e dhrj = diâmetros medidos à h0,0,  1,3 e hr metros do nível do terreno,  na 

j-ésima árvore-amostra; 

Htj = altura total da j-ésima árvore-amostra. 

Através de transformações algébricas,  feitas nas expressões 2,  3 e 4,  

obtem-se as expressões para descrever o perfil do tronco.   Por exemplo,  utilizando-se 

da expressão 2,  tem-se que:  

j

jj

I

,,j

CAR

h,dhdap 0000 31

2





,  que fica sendo: 

j

I

,

, dap
CAR

h,
dh

j

j

j





00

00

262
.   Ao se multiplicar esta expressão por –1 e fazendo 

j,h 00
 

com 
j,dh 00
 iguais à 

jih  e 
jId ,  respetivamente,  tem-se que:  

j

I

i

I dap
CAR

h.,
d

j

j

j





262
 

(5).   O mesmo procedimento é feito na expressão 3,  ao se fazer 
jhr  com 

jdhr  iguais à 

jih  e 
jIId ,  respetivamente,  obtem-se que:  

j

II

i

II dap
CAR

h.,
d

j

j

j





262
 (6).   Utilizando-

se a expressão 4,  obtem-se:  

jIII

jjj

CAR

Hthrdhr 


2
.   Ao fazer 

jIIIj ddhr   e 
jij hhr  ,  

resulta em:  

j

j

j

III

ji

III
CAR

Ht.h
d

22 
  ou  ji

III

III Hth
CAR

d
j

j

j


2
 (7).    

em que:   

jId ,  
jIId  e 

jIIId  =  diâmetros calculados na i-ésima altura hi com a j-ésima árvore em 

pé.  

Ao simular uma cubagem com a árvore em pé,  utiliza-se da expressão 

5 entre 0,0 m até 1,3 m,  da expressão 6 entre 1,3 m até h1 e,  da média entre as 

expressões 6 e 7,  entre h1 até Ht.   Esta média resulta na expressão:  

  



2

1

jj

i

IIIII

jHthh

dd
d

2

31
j

III

ji

II

i dap

CAR

Hth

CAR

,h

j

j

j

j







 (8).   Desta forma,  para obter o 

volume até o limite de diâmetro desejado,  utilizam-se dos diâmetros estimados ao 

longo do tronco aplicando-se sucessivamente a fórmula de Smalian.   

O limite h1,  que divide a árvore em dois intervalos,  quando do uso das 

expressões de taper geradas,  expressões 5,  6 e 8,  é obtido ou por valores médios,  
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relativos a altura total da árvore,  por modelos de regressão ou,  ainda,  pela expressão 

1,  utilizada para definir a altura relativa,  quando da medição do diâmetro.   Ainda,  nas 

expressões 5,  6 e 8,  para obter os coeficientes angulares CARIj,  CARIIj e CARIIIj,  

utiliza-se ou da média aritmética ou do emprego de modelos de regressão.   A média é 

obtida por:  
n

CAR

CAR

n;k

j;i

ij

i





1

 e o modelos de regressão mais utilizados são:  

jjjij HtdapCAR 
 21

0  e jj

ij

jj
dap

CAR

Htdap


1

0

2

 (ANDRADE e LEITE,  

1997a,  1997b,  1998a,  1998b e 1998c).   

em que: 

iCAR  = coeficiente angular médio da reta definida pelo i-ésimo intervalo;   

0 ,  1  e 2  = parâmetros à estimar e   é o erro aleatório proporcionado pelo ajuste.    

3.2.  Novos Estudos na Aplicação do Método da Altura Relativa 

Para apresentar os novos resultados obtidos no método da altura relativa,  

utilizou-se de um estudo de caso empregando-se dados de 188 árvores-amostra abatidas 

e cubadas do híbrido entre Eucalyptus grandis e Eucalyptus urophylla.    

As medições de diâmetros ao longo do tronco foram feitas nas posições:  

0,1 m,  0,3 m,  0,7 m,  1,3 m,  2 m,  3 m,  4 m,  5 m,  até sobrar um ponteiro com 

aproximadamente 1,0 m.   Todos os dados foram obtidos no banco de dados do 

inventário florestal contínuo da empresa Copener Florestal Ltda,  sediada em 

Alagoinhas-BA.   

É importante ressaltar que,  apesar de se utilizar dados medidos em 188 

árvores-amostra abatidas,  o método  da altura relativa viabiliza a medição dos 

diâmetros com a árvore em pé,  utilizando-se,  por exemplo,  um Relascópio de 

Bitterlich ou um Pentaprisma (ANDRADE e LEITE,  1998b).   É necessário medir,  

com a árvore em pé,  apenas o diâmetro localizado em hr,  pois,  1,3 m se refere ao dap 

e,  em Ht,  o diâmetro é igual a zero.   Finalmente,  na posição h0,0 a medição do diâmetro 

não é um problema.   Com o método da altura relativa,  caracteriza-se,  então,  uma 

situação onde não é necessário abater e cubar árvores-amostra.   Além disso,  as 
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informações,  a serem obtidas com a árvore em pé,  são medidas apenas para algumas 

árvores de cada parcela do inventário,  cerca de 5 árvores (ANDRADE e LEITE,  1998b 

e 1998c).     

As 188 árvores-amostra foram separadas em duas sub-amostras.   Uma,  

com 60 árvores,  foi utilizada para desenvolvimento do método da altura relativa e a 

outra,  com 128 árvores,  foi utilizada para verificação das estimativas do taper e dos 

volumes comerciais (Quadro 1).    

Quadro 1 – Distribuição das árvores-amostra por classes de dap e de altura * 

dap 

(cm) 

CLASSE DE ALTURA TOTAL (m) 
Total  

11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 

6,5 2 (1) 6 (7) 2 (8)          10 (16) 

9,5  1 (1) 3 (5) 5 (8) 1 (12) 0 (1)       10 (27) 

12,5    1 (1) 4 (8) 4 (10) 1 (3) 0 (2)     10 (24) 

15,5     2 (5) 2 (15) 3 (10) 2 (3)     10 (33) 

18,5     2 (1) 2 (1) 4 (10) 3 (6)  0 (1) 0 (1)  10 (20) 

21,5      0 (1)  5 (4) 1 (0)    6 (5) 

24,5         1 (0) 0 (1) 1 (2) 2 (0) 4 (3) 

Total  2 (1) 7 (8) 5 (13) 6 (9) 9 (26) 8 (28) 8 (23) 10 (15) 2 (0) 0 (2) 1 (3) 2 (0) 60 (128) 

* Valores entre parênteses foram utilizados para o teste de aplicação das equações.    

Utilizando-se os dados da sub-amostra de 60 árvores,  obteve-se os pares 

ordenados de diâmetro e altura medidos nas posições:  0,0 m,  1,3 m,  altura total e em 

hr obtido pela expressão 1.   Em seguida,  aplicando-se as expressões 2,  3 e 4,  em cada 

árvore utilizada,  calculou-se o coeficiente angular da reta formada entre os intervalos 

gerados pelas posições de medição.   

Os valores obtidos,  das 60 árvores (sub-amostra 1),  foram destinados 

ao ajuste dos modelos apresentados no Quadro 2,  visando estimar os coeficientes 

angulares CARIj,  CARIIj e CARIIIj.   
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Quadro 2 - Modelos estatísticos ajustados para estimar os coeficientes angulares 

calculados pelas expressões 2,  3 e 4  

Coeficiente Angular Modelo Estatístico 

jICAR     jj

I

jj
LndapLn

CAR

Htdap
Ln

j
















10

2

 

jIICAR  
jj

II

jj
dap

CAR

Htdap

j


1

0

2

 

jIIICAR  
jj

III

jj
dap

CAR

Htdap

j


1

0

2

 

 

Com base nos resultados obtidos por ANDRADE e LEITE (1998b e 

2000),  questionou-se sobre o uso da equação 6,  no intervalo entre 0,0 m até 1,3 m e 

da expressão 8 no intervalo entre hr até Ht.   Depreendeu-se,  portanto,   a importância 

de avaliar a eficiência ao usar a expressão 5 para posições abaixo do dap e de usar 

outras expressões geradas por intervalos definidos a partir de hr.    

Com o propósito de checar as indagações citadas anteriormente,  

definiu-se,  ao longo do tronco das 128 árvores,  as posições hr1 e hr2 calculadas por:  

 
71

71
1

,

,Ht
hr


  (9) e 

 
41

41
2

,

,Ht
hr


  (10).   Em seguida,  empregando-se as equações 

6 e 8,  já com as estimativas dos coeficientes angulares,  obtidas ao ajustar os modelos 

apresentados no Quadro 2,  calculou-se os diâmetros dhr1 e dhr2 por meio das seguintes 

expressões:  

dap
CAR

hr.,
dhr

II




 1
1

262
                 (11) e 

2

31 22
2

dap

CAR

Hthr

CAR

,hr
dhr

IIIII







         (12). 

Pode-se observar que as medições necessárias continuam sendo somente 

aquelas ilustradas na Figura 1,  pois,  os valores de diâmetros dhr1 e dhr2,  são 

calculados quando da aplicação das expressões de taper 11 e 12.   Desta forma originou-
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se novos intervalos para calcular os coeficientes angulares das retas e,  

consequentemente,  gerar outras expressões de taper para utilizar em intervalos 

localizados acima de hr.    

Na Figura 2 é ilustrada a nova situação de seccionamento de uma árvore.   

Ainda,  nesta mesma Figura,  observa-se uma posição definida como hr3 que foi 

calculada por:  
 

11

11
3

,

,Ht
hr


  (13).    

Conforme o Quadro 3,  apresentado mais adiante,  o diâmetro dhr3 é 

obtido pela expressão utilizada no intervalo entre hr2 e hr3.   Assim,  o coeficiente 

angular da reta,  para os novos intervalos,  foi obtido por meio das seguintes expressões:   

  221

21

dhrdhr

hrhr
CAR IV




          (14), 

2
3

3

dhr

Hthr
CARV


           (15), 

2
2

2

dhr

Hthr
CARVI


                    (16) e 

  2

31

2

2

dhrdap

hr,
CARVII




          (17).  

As expressões 14,  15,  16 e 17 geram as expressões de taper.   Por 

exemplo,  utilizando-se a expressão 14,  tem-se que:  
IVCAR

hrhrdhrdhr 2121

2





,  ou ainda,  

1
21

2

22
dhr

CAR

hrhr
dhr

IV




 .   Multiplicando-se esta expressão por –1 e fazendo hr2 e 

dhr2 iguais à hi, e dIV,  respetivamente,  resulta em 
1

1 22
dhr

CAR

hhr
d
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i

IV 


 .   Como 

dap
CAR
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


 1
1
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,  então,  segue que:  dap

CAR
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hhr
d

IIIV

i

IV 



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 11 26222
 

      (18).  
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Figura 2 – Croqui de uma árvore-amostra ilustrando os novos intervalos gerados pelo 

método da altura relativa.   

Na expressão 18,  ao substituir CARIV pela expressão 14,  tem-se que:  

 

dap
CAR

hr,

dhrdhr

hrhr

hhr
d

II

i

IV 






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














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21
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1 262

2
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       (19).  

 

A partir das expressões 11 e 12,  respectivamente,  resulta em:  
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Utilizando-se este resultado na expressão 19 obtêm-se:  
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Fazendo,  
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tem-se que: 

321 XXXd IV  .   Prosseguindo com as transformações algébricas e 

fazendo   1

21


 hrhrK ,  resulta em:   



 28 

 

     
   

         

   

         








































































































2

313122

2

312312

2

312312

2

22

65025022

4

2

4

2

2

22
65025022

42

65050
2221

12121221

1

21121

2

12211

121121

2

1

22112

211

211

12111

221
1

hrhdap

CAR

,hrh,hhrhrhr

CAR

hrHthHthrhr
K

daphdaphr

CAR

h,hrhhrhhr,hrhrhr

CAR

hrhHthhrhrHthr

K

dapKhdapKhr

CAR

Kh,KhrhKhrhKhr,KhrhrKhr

CAR

KhrhHtKhKhrhrHtKhr

CAR

)hr(KhHtKh

CAR

),(Khhr),(KhhrKhdapKhdapKhr

CAR

)hr(KhrHtKhr

CAR

),(Khrhr),(KhrhrKhr

dap

CAR

hrHt

CAR

,hr,hr
KhKhrXX

i

II

ii

III

i

i

II

iii

III

ii

i

II

iii

III

ii

III

ii

II

iiii

IIIII

IIIII

i

 

Como 321 XXXd IV  ,  então, fazendo-se as substituições necessárias,  

da expressão 14,  obtêm-se:   

 

     

   
dap

CAR

,hr

CAR

,hrh,hhrhrhr

hrhdap

CAR

hrHthHthrhr

hrhrd
II

II

ii

i

III

i

IV 



































 622

313122

2
1

2121

1221

1

21
 (20).    

O mesmo procedimento é feito na equação 17,  que resulta em:  

dap
CAR

h,
d

VII

i

VII 



262

.   Entretanto,  como 
  2

31

2

2

dhrdap

hr,
CARVII




 ,  então,  
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dap

dhrdap

hr,

h,
d i

VII 








 






2

31

262

2

2

.   Nesta expressão,   substituindo-se dhr2 pela expressão 

12,  resulta em:   































2
2

31

31

622

22

2

dap

CAR

Hthr

CAR

,hr
dap

hr,

,h
d

IIIII

i

VII
,  ou ainda,  

    

















422

31

2
31622 221

2

dap

CAR

Hthr

CAR

,hrdap
hr,,hd

IIIII

iVII
.   

Fazendo   1

2311


 hr,K  obtêm-se:   

 

dap

CAR

HthhrhHt,hr,

daphdap,

CAR

h,hrh,hr,

K

dap

CAR

Ht.,.hhr).,.(hHt.,.,hr).,.(,

daphdap,

CAR

,hhr),(h,.,hr),(,

K

dap
dap

CAR

Ht,hr,

CAR

,hr,
,hKd

III

ii

i

II

ii

III

ii

i

II

ii

IIIII

iVII















































































22

22

22

22

3131

2

313169131

1

5022502506225062

4

2626502502650625062

1

4

505065050
6221

 

Como   1

2311


 hr,K ,  então, fazendo-se as substituições necessárias,  da 

expressão 17,  obtêm-se:  

 

   

   
dap

CAR

,hHth,hr

,hdap

CAR

,h,h,hr

hr,d

III

ii

i

II

ii

VII 
































3131

2

316913131

31

2

2

1

2
   (21).  
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A partir da expressão 15 tem-se que 
VCAR

Hthrdhr 
 33

2
.   Fazendo dhr3=dV 

e hr3=hi,  resulta em:   Hth
CAR

d i

V

V 
2

.   Como 

2
3

3

dhr

Hthr
CARV


 ,  então:  

 
    3

1

3

3

3

2222

2

2
dhrHthrHth

dhr

Hthr

Hth
d i

i

V







 ,  resultando em: 

    3

1

3 dhrHthrHthd iV


         (22).   

O mesmo procedimento foi utilizado na expressão 16,  resultando em  

 Hth
CAR

d i

VI

VI 
2

.   Como 

2
2

2

dhr

Hthr
CARVI


  e 

2

31 22

2

dap

CAR

Hthr

CAR

,hr
dhr

IIIII







 ,  

segue que:      2

1

2 dhrHthrHthd iVI


  e 

    

















2

31 221

2

dap

CAR

Hthr

CAR

,hr
HthrHthd

IIIII

iVI
.    

Fazendo   1

22


 HthrK ,  resulta em:   

     

     




























































 








 


















 








 


III

ii

i

II

ii

i

II

i

II

i

i

II

i

II

iVI

CAR

)Ht)(Ht(hr)Ht()Ht(hhrh

dap)Ht(daph

CAR

),)(Ht(hr)Ht(),(hhrh

K

dap
HthK

CAR

Hthr
HthK

CAR

,hr
HthK

dap
HthK

CAR

Hthr
HthK

CAR

,hr
HthKd

22

22

22

22

2

3131

2

2
22

31
2

2
22

31
2

 

Como   1

22


 HthrK ,  então, fazendo-se as substituições necessárias,  da 

expressão 16,  obtêm-se:   

 

       

 





























2

3131 2222

1

2

Hthdap

CAR

HthrHtHthrh

CAR

,hrHt,hrh

Hthrd

i

III

i

II

i

VI
      (23). 
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3.2.1. Diferentes Alternativas de Desenvolver o Método da Altura Relativa 

As expressões de taper 6,  8,  20,  21,  22 e 23,  obtidas pela manipulação 

algébrica das expressões 3,  4,  14,  15,  16 e 17,  foram distribuídas em seis diferentes 

alternativas de emprego do método da altura relativa,  visando descrever o perfil do 

tronco entre hr1 até Ht.   Em posições localizadas abaixo de hr1 foi utilizada,  em todas 

essas seis alternativas,  a equação 5,  até 1,3 m do nível do terreno e a equação 6,  para 

posições entre 1,3 m e hr1.   As seis alternativas foram denominados de A,  B,  C,  D,  

E e F (Quadro 3).    

Quadro 3 – Alternativas de uso do método da altura relativa,  geradas pelos diferentes 

usos das expressões de taper 6,  8,  20,  21,  22 e 23,  a partir de hr1 

Alternativas 
Intervalo ao Longo do Tronco 

de hr1 até hr2 de hr2 até hr3 de hr3 até Ht 

A expressão 8 expressão 8 expressão 8 

B expressão 6 média entre as 

expressões 6 e 21 

expressão 22 

C1 média entre as 

expressões 6,  20 e 24 

expressão 6 média entre as 

expressões 20 e 22 

D média entre as 

expressões 6 e 20 

média entre as 

expressões 6 e 20 

expressão 22 

E1 média entre as 

expressões 6 e 20 

média entre as 

expressões 6 e 21 

expressão 20 
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F média entre as 

expressões 20 e 23 

média entre as 

expressões 6,  20 e 21 

média entre as 

expressões 22 e 23 

1 A partir do diâmetro estimado menor que 2 cm utilizou-se a equação 22. 

As alternativas de uso do método da altura relativa,  apresentadas no 

Quadro 3,  foram avaliadas utilizando os dados da sub-amostra de 128 árvores,  

simulando-se uma cubagem com as mesmas posições adotadas na cubagem observada.   

As estimativas de diâmetros e volumes,  ao longo do tronco,  foram obtidas pelo método 

de Smalian.    

A avaliação das estimativas de diâmetros e volumes foi feita para se 

decidir sobre o uso das expressões 5 e 6 em posições abaixo do dap e sobre os diferentes 

desenvolvimentos do método da altura relativa.   

3.2.2. Alternativas de Uso do Método da Altura Relativa Selecionado 

Uma vez decidido sobre a melhor alternativa de desenvolver o método 

da altura relativa,  verificou-se algumas outras alternativas,  denominadas de 

alternativas G,  H,  I,  J,  K e L.   

3.2.2.1..   Alternativa G 

Este método consistiu em utilizar modelos de regressão para estimar os 

coeficientes angulares obtidos pela alternativa selecionada,  dentre aquelas 

apresentadas no Quadro 3. 

3.2.2.2..   Alternativa H 

Aqui,  na alternativa selecionada,  dentre aquelas do Quadro 3,  foram 

utilizados modelos de regressão para estimar os parâmetros 0  e 1  obtidos pela 

manipulação algébrica das expressões 6 e 7,  as quais,  transformaram-se em:  

daphd iII  10  e Hthd '

i

'

III 10  .    

em que: 

IICAR

,62
0


 ,  

IICAR

,02
1  ,  

III

'

CAR

,02
0   e 

III

'

CAR

,02
1


 .    
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3.2.2.3..   Alternativa I 

Neste método,  a alternativa selecionada,  dentre aquelas apresentadas 

no Quadro 3,  foi utilizada empregando-se um único parâmetro coeficiente angular da 

reta,  resultado da média aritmética dos valores calculados pelas equações 2,  3 e 4,  nas 

60 árvores,  isto é,  



k;n

j;i

iji CAR
n

CAR
1

1
.   

3.2.2.4..   Alternativa J 

Neste método,  a alternativa selecionada,  dentre aquelas apresentadas 

no Quadro 3,  foi utilizada empregando-se um único parâmetro 0  e 1 ,  resultado da 

média aritmética dos valores calculados nas 60 árvores,  isto é,  utilizou-se:  





k;n

j;i

ij
n

j

1

00

1
 e 




k;n

j;i

ij
n

j

1

11

1
.  

3.2.2.5..   Alternativa K 

Este método consistiu em utilizar modelos de regressão para estimar o 

diâmetro dhr,  medido na altura relativa das 60 árvores,  para se obter os coeficientes 

angulares das 128  árvores,  pela alternativa selecionada dentre aquelas do Quadro 3. 

3.2.2.6..   Alternativa L 

Este método consistiu em utilizar modelos de regressão para estimar os 

diâmetros dhr1 e dhr2,  calculados pelas expressões 11 e 12,  nas posições hr1 e hr2 das 

60 árvores,  para se obter os coeficientes angulares das 128 árvores pela alternativa 

selecionada,  dentre aquelas do Quadro 3.    

3.3. Uso do Método de Altura Relativa em Métodos Usuais 

As estimativas de diâmetro,  obtidos com a melhor alternativa de uso do 

método da altura relativa,  selecionado dentre as alternativas A,  B,  C,  D,  E e F e da 

sua melhor alternativa de utilização (G,  H,  I,  J,  K ou L),  foram comparados com os 

diâmetros observados nas 60 árvotres da sub-amostra.     

Inicialmente,  realizou-se um teste de validação adotando-se o teste F 

(GRAYBILL,  1976) com as recomendações de GUIMARÃES (1994).   Este teste foi 

feito para verificar a igualdade entre o taper observado nas árvores abatidas e o taper 
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calculado pelo método da altura relativa,  supondo-se as árvores em pé.   Partiu-se do 

princípio de que:  “Se é possível descrever o perfil do tronco com uma cubagem 

simulada por meio de deduções matemáticas,  adotando-se o método da altura relativa,  

então,  não se justifica utilizar de dados medidos em árvores-amostra,  abatidas,  para 

ajustar os modelos de taper disponíveis na literatura”.   Para averiguar este princípio,  

utilizou-se do modelo de taper de DEMAERSCHALK (1973),  da forma:   

  






  3210 22122

2

10
..

i

..i HthHtdap
dap

d
. 

 

em que: 

di = diâmetro observado e calculado pelo método da altura relativa na i-ésima posição 

ao longo do tronco,  em cm;  demais variáveis já foram definidas anteriormente.   

3.4. Critérios Estatísticos de Análise 

A alternativa selecionada,  dentre todas aquelas apresentadas 

anteriormente,  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H,  I,  J,  K e L,  foi considerada como o melhor 

procedimento de uso do método da altura.   A escolha foi feita com base nos seguintes 

critérios:  menor desvio médio percentual (MDP%),  menor Bias,  maior correlação 

linear ( ^

YY

r ) e menor erro padrão da estimativa ( ^

YY

s ),  entre valores observados e 

estimados,  de diâmetro e volume,  ao longo do tronco das 128 árvores da sub-amostra 

2.   Foram aplicados,  ainda,  os seguintes procedimentos estatísticos:  teste t para dados  

pareados,  teste F (GRAYBILL,  1976) e a precisão (P%),  obtida pelo teste de Qui-

quadrado,  conforme FREESE (1960).    

As fórmulas adotadas em todo o processo de verificação foram:  

  100
1

1


 
















n

i i

i

^

i
%

Y

YY

n
MDP , 









  

 

n

i

n

i

i

^

i YY
n

Bias
1 1

1
, 
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  100

1

1 1



 
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 
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
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
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
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D
s

D
t  ,  testando-se as hipóteses:  Ho: 0D  contra Ha: 0D ,  à um nível de 0,1% 

de probabilidade, 





n

i

i

n

D
D

1

, 

n

s
s D

D
 , 

i

i

^

i

i

Y

YY
D


 , 

 
sReQM

CCY'YCC

HoF

^
'

^^
'

'
^

'

2

1
1













































,  testando-se as hipóteses:  

10 10  e:Ho ,  contra Ha: não Ho à um nível de 0,1% de probabilidade; 



















10

01
'C , 






















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

n

i
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i
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Y'Y
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2

1

1
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













1

0
^

, 





 10'  e 



































 



n

i i

^

ii

n

%
Y

YY
P

1
2

2196
. 

em que: 

Yi

^

 e 
iY  = respectivamente,  valor estimado e observado na i-ésima posição de cubagem 

(taper ou volume); 

n = número de pares de Yi

^

 e 
iY ; 

 

 

QMRes = quadrado médio do resíduo; 

p =  número de parâmetros da regressão linear simples entre 
iY  e Yi

^

; 

Y  = valor observado médio; 

Ds desvio padrão de Di;  e 

P% = precisão em percentagem,  1,96 é o valor do desvio padrão normal para 

probabilidade bilateral de 5%,  n
2  é o valor tabelado do qui-quadrado para n 

graus de liberdade.  

Os resultados obtidos pela aplicação das estatísticas utilizadas na 

avaliação foram agrupados em um total percentual,  permitindo,  então,  classificar as 

alternativas avaliadas.   Com base na classificação obtida e na análise gráfica de 

resíduos,  finalmente decidiu-se pela melhor alternativa de uso do método da altura 

relativa.   O total percentual foi obtido por:  

   
   

%
YYYY

%%% PsrBiasMDPtotal
%

^

%

^ 







 100   

Para obter o total% considerou-se valor zero para a estatística MDP(%) 

quando a estatística t foi não-significativo.   Quando a estatística  HoF  foi não-

significativo,  atribuiu-se,  também,  o valor zero ao Bias,  ao erro padrão (
 

^

%YY

s ) e a 

correlação ( ^

YY

r ).    
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A estatística ^

YY

r  foi transformada para 
   %

^
%

100
YY

rr  ,  visando 

manter o critério do total%,  ou seja,  quanto menor o valor do %total ,  melhor o 

resultado obtido pela alternativa utilizada.    

 

 

 

 

 

 

 

 

4. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

As equações obtidas para estimar os coeficientes angulares,  CARI,  

CARII e CARIII,  são apresentadas no Quadro 4.   Com os valores dos coeficientes 0

^

  

e 1

^

  (Quadro 4),  segue que:   

  dapLn,,exp
aCAR

Htdap
^

I

21230870
2

    
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    12 21230870


 dapLn,,expHtdapaCAR
^

I       (24), 

    12 05833340


 dapLn,,expHtdapbCAR
^

I       (25), 

    12 95922800


 dapLn,,expHtdapcCAR
^

I       (26), 

2203

2

2160 ,

^

II
dap,

Htdap
CAR


   220312 2160 ,dap,Htdap   

Htdap,CAR ,
^

II

22023416294374                   (27) e 

8572

2

9350 ,

^

III
dap,

Htdap
CAR


   857212 9350 ,dap,Htdap   

Htdap,CAR ,
^

III

85766400689251          (28).     
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Quadro 4 - Equações para estimar os coeficientes angulares obtidos para os diferentes intervalos testados 

Intervalos Modelo 
Estimativas 

  ^

YY

r  

0

^

  1

^

  

1,3 m a hr 
^

dap
CAR

Htdap ^

^

II

1

0

2


  -0,216009 3,220234 0,997 

hr a Ht 
^

dap
CAR

Htdap ^

^

III

1

0

2


  -0,935519 2,857664 0,999 

0,1 a 1,3 m  dapLn
aCAR

Htdap
Ln

^^

^

I

10

2















 

0,087433 3,212986 0,984 

0,3 a 1,3 m  dapLn
bCAR

Htdap
Ln

^^

^

I

10

2















 

0,334654 3,058982 0,974 

0,7 a 1,3 m  dapLn
cCAR

Htdap
Ln

^^

^

I

10

2















 

0,280650 2,959678 0,895 
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As equações 24,  25,  26,  27 e 28 foram transformadas visando obter as 

expressões de taper.   A partir da expressão 24,  segue que:   

     dapdapLn,,expHtdaph,ad iI   21230870262 12     (29). 

A partir das expressões 25 e 26,  obtem-se:   

     dapdapLn,,expHtdaph,bd iI   05833340262 12
             (30) e 

     dapdapLn,,expHtdaph,cd iI   95922800262 12
    (31). 

Substituindo a expressão 27 na expressão 6,  resulta em:   

dap
Htdap,

h,
d

,

i

II 





 22023416294374

262
,  ou ainda,   

   dapHtdap,h,d ,

iII   1220234116294374262  

   dapHtdap,h, ,

i  122023412160090262  

  dapHtdaph,Htdap, ,

i

,   1220234112202341 432018060561623480   

  daph,,
Ht

dap
i

,

 432018060561623480
2202341

     (32). 

Substituindo a expressão 28 na expressão 7, segue que:  

 Hth
Htdap,

d i,III 



 85766400689251

2
 =    HthHtdap, i

,   18576640106892512  

i

,, hHtdap,HtHtdap, 1857664018576640 871038661871038661    











Ht

h
dap, i, 1871038661 8576640         (33).  

Substituindo as expressões 32 e 33 na expressão 8,  obtém-se: 

 
2

1
1871039143201805616230 8576640

2202341

223 



















Ht

h
dap,daph,,

Ht

dap
d i,

i

,
dd IIIII

 

  









Ht

h
dap,

dap
h,,

Ht

dap i,

i

,

19355190
2

21600902808120 8576640
2202341

  (34). 



 29 

 

Ao substituir as expressões 27 e 28 nas expressões 20,  21 e 23,  que 

foram deduzidas algebricamente a partir dos intervalos ilustrados na Figura 2,  

utilizando-se do CARIV,  CARVII e CARVI,  obtém-se:    

 

     

   
 ;dap

Htdap,

hr,

Htdap,

,hrhr,hhrhrhr

hrhdap

Htdap,

hrHthrHthrhr

hrhrd
,

,

ii

i

,

i

IV 35
6294374

262

6294374

313122

20689251
2202341

1

2202341

2121

1

8576640

221

1

21 













































 

 
       

dap
Htdap,

,hHth,hr,hdap

Htdap,

,h,h,hr
hr,d

,

iii

,

ii

VII 































8576640

2

2202341

21

2
0689251

3131

2

31

6294374

6913131
31

 

 (36) e 

 
         

 .
Hthdap

Htdap,

HthrHtHthrh

Htdap,

,hrHt,hrh
.Hthrd i

,

i

,

i

VI 37
20689251

22

6294374

312312
2

85766402202341

1













 
















 

As expressões de taper 29,  30, 31 e 32 foram utilizadas para estimar os 

diâmetros e os volumes em posições abaixo do dap.   As expressões 22,  32,  34,  35,  

36 e 37,  foram utilizadas para estimar os diâmetros e os volumes nas posições 

localizadas acima de hr1.   Para este propósito,  utilizou-se os dados das 128 árvores da 

sub-amostra 2,  ou seja,  os dados independentes que não foram usados para ajuste dos 

modelos e desenvolvimento do método e suas alternativas de uso.    

4.1. Análise das Estimativas em Posições Abaixo do dap 

As expressões de taper 29,  30,  31 e 32,  foram aplicadas aos dados das 

128 árvores,  sendo obtidos os diâmetros estimados à 0,1,  0,3 e 0,7 metros de altura,  

resultando em 384 pares de valores observados e estimados.   Estimou-se,  ainda,  o 

volume até 1,3 m empregando-se a fórmula de Smalian,  isto é, 

































 
 602

80000

22

70

2

1031 ,dapddV ,,,       (38). 

em que: 

3,1V  = volume,  observado ou estimado,  até 1,3 m;  
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7,01,0 , dd  e dap = diâmetros,  observados ou estimados,  pela expressão 29,  30,  31 e 

32,  nas posições de 0,1,  0,7 e 1,3 m de altura.    

Os valores das estatísticas utilizadas na avaliação das estimativas de 

diâmetro e volume até 1,3 m são apresentados nas Figuras 3,  4 e 5.   Com esses valores 

foi elaborado o total percentual apresentado no Quadro 5.   Quanto menor o resultado 

do total%,  mais adequada é a alternativa utilizada.   Assim,  decidiu-se pela seqüência 

30,  29,  31 e 32,  como a ordem decrescente do potencial de uso das expressões a serem 

utilizadas até 1,3 m.   

Quadro 5 – Total percentual obtido com as estatísticas apresentadas nas Figuras 3,  

4 e 5,  para diâmetros e volume abaixo do dap  

Variável Expressões Avaliadas 

29 30 31 32 

Diâmetro 

17,268 8,286 24,668 50,027 

Volume 

23,190 9,831 28,140 58,134 

Total 

40,458 18,117 52,808 108,161 

 

Ao analisar o resultado indicado na Figura 3-a,  obtido com a expressão 

29,  verifica-se que as estimativas foram sempre tendenciosas.   Este mesmo 

comportamento é observado nas Figuras 4-c e 4-d (expressões 31 e 32).  

As estimativas de diâmetros obtidas a partir da expressão 30 foram 

tendenciosas para diâmetros menores que 13 cm (superestimação),  embora os 

resultados terem sido melhores do que aqueles obtidos com as expressões 29,  31 e 32.  
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As estimativas do volume entre 0,1 e 1,3 m de altura,  a partir da 

expressão 38,  em conjunto com as expressões 31 e 32,  foram também tendenciosas 

para todos os dap’s.   

Ao analisar as Figuras 5-a e 5-b,  verifica-se que a amplitude de 

distribuição dos erros percentuais são,  aproximadamente,  de +15% a -10% para a 

expressão 29 e de +10% a -10% % para a expressão 30.   Portanto,  houve um 

deslocamento da distribuição dos erros percentuais para todos os dap’s.  
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test t student = ns

test F Graybill  = ns

Bias  (cm) = -0,102

Bias (%) = -0,654

MDP (%) = -0,234
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Total (%) = 8,286
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Figura 3 – Diâmetro estimado pelas equações 29 (a) e 30 (b) em relação do diâmetro 

observado em posições localizadas abaixo do dap.   
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test t student = *

test F Graybill  = *

Bias  (cm) = -1,613

Bias (%) = -10,370

MDP (%) = -10,358

1,841

5,917

P (%) = 21,541

Total (%) = 50,027
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Figura 4 – Diâmetro estimado pelas equações 31 (c) e 32 (d) em relação do diâmetro 

observado em posições localizadas abaixo do dap.   
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test t student = ns

test F Graybill  = ns
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test t student = *

test F Graybill  = *

Bias  (m
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Bias (%)= -5,172

MDP (%)= -4,630
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Figura 5 – Resíduos percentuais em relação do dap obtidos pela equação 38 utilizando-

se dos diâmetros estimados,  em 0,1 m,  0,7 m e 1,3 m,  pelas equações 

29 (a),  30 (b),  31 (c) e 32 (d).   

Os resultados obtidos com a expressão 38,  em conjunto com as 

expressões 29 e 30,  resultaram em tendências de superestimação do volume,  entre 0,1 

e 1,3 m,  apenas para dap < 9 cm.   Assim,  a hipótese Ho(1) foi rejeitada,  ou seja,  a 

expressão gerada pelo coeficiente angular obtido entre 1,3 m e hr não pode ser 

utilizada.   Esta conclusão resulta do fato de ter sido observada uma distribuição mais 

homogênea dos resíduos com as expressões 38 e 30 (Figura 5-b).   Portanto,  deve-se 

utilizar o intervalo entre 0,3 m e 1,3 m para se obter a expressão de taper a ser utilizada 

nas estimativas de diâmetro e volume entre 0,0 m e 1,3 m.   

4.2. Avaliação das Alternativas de Uso do Método da Altura Relativa 

4.2.1. Análise das estimativas em posições superiores a hr1  

As alternativas avaliadas foram apresentadas no Quadro 3 como A,  B,  

C,  D,  E e F.   Estas alternativas são definidas por diferentes expressões de taper 

adotadas nos intervalos entre hr1 e hr2,  entre hr2 e hr3 e entre hr3 e Ht.   Em todas as 
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alternativas empregou-se a expressão 30 entre 0,0 m e 1,3 m e a expressão 32 entre 1,3 

m e hr1.    

As expressões adotadas nos intervalos definidos acima de hr1,  foram 

obtidas por meio de cálculos médios entre as expressões 6,  7,  20,  21,  22 e 23 que,  

respectivamente,  se transformaram nas expressões 32,  33,  35,  36,  22 e 37.   Por 

exemplo,  a média entre as expressões 6 e 7,  que se transformaram nas expressões 32 

e 33,  resultou na expressão 34.   

A média entre as expressões 6 e 21,  que se transformaram nas 

expressões 32 e 36,  resultou em 
2

27

VIIII dd
d


  (39),  que significa estar utilizando 

as expressões de taper deduzidas a partir dos coeficientes angulares CARII e CARVII,  

calculados pelas expressões 3 e 17.   A média entre as expressões 6,  20 e 23,  que se 

transformaram nas expressões 32,  35 e 37,  resultou em 
3

246

VIIVII ddd
d


  (40).   

Isto implica em utilizar as expressões de taper deduzidas a partir dos coeficientes 

angulares CARII, CARIV e CARVI,  calculados pelas expressões 3,  14 e 16,  

respectivamente.    

A média entre as expressões 6 e 20,  que se transformaram nas 

expressões 32 e 35,  resultou em 
2

24

IVII dd
d


  (41),  que significa utilizar as 

expressões de taper deduzidas a partir dos coeficientes angulares CARII e CARIV,  

calculados pelas expressões 3 e 14.   A média entre as expressões 20 e 22,  que se 

transformaram nas expressões 35 e 22,  resultou em 
2

45

VIV dd
d


  (42),  que significa 

utilizar as expressões de taper deduzidas a partir dos coeficientes angulares CARIV e 

CARV,  calculados pelas expressões 14 e 15.    

A média entre as expressões 20 e 23,  que se transformaram nas 

expressões 35 e 37,  resultou em 
2

46

VIIV dd
d


  (43),  que significa utilizar as 

expressões de taper deduzidas a partir dos coeficientes angulares CARIV e CARVI,  

calculados pelas expressões 14 e 16.   A média entre as expressões 6,  20 e 21,  que se 

transformaram nas expressões 32,  35 e 36,  resultou em 
3

247

VIIIVII ddd
d


  (44),  
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que significa utilizar as expressões de taper deduzidas a partir dos coeficientes 

angulares CARII,  CARIV e CARVII,  calculados pelas expressões 3,  14 e 17,  

respectivamente.    

Finalmente,  a média entre as expressões 22 e 23 resultou em 

2
56

VIV dd
d


  (45),  que significa utilizar as expressões de taper deduzidas a partir 

dos coeficientes angulares CARV e CARVI,  calculados pelas equações 15 e 16.      

A manipulação algébrica das expressões de taper 22,  32,  34,  35,  39,  

40,  41,  42,  43,  44 e 45,  caracterizaram as alternativas de uso do método da altura 

relativa,  apresentadas no Quadro 3 e ilustradas na Figura 6.    

Para avaliação,  considerou-se apenas as estimativas,  de diâmetro e de 

volume,  obtidas a partir da altura hr1.   Isto porque as estimativas abaixo de hr1 foram  

as mesmas em todos os métodos,  ou seja,  aquelas obtidas por meio das expressões 30 

(entre 0,1 m e1,3m) e 32 (entre 1,3 m e hr1).   A avaliação foi feita utilizando-se os 

dados da sub-amostra de 128 árvores.   

 

 

Figura 6 – alternativas de uso do método de altura relativa,  hrA,  hrB,  hrC,  hrD,  

hrE e hrF,  definidos pelo uso das expressões de taper 22,  32,  34,  35,  39,  

40,  41,  42,  43,  44 e 45,  acrescentadas das expressões 30 e 32 (os 

números indicam as expressões utilizadas em cada caso).    
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Os volumes comerciais observado e estimado,  para cada árvore,  foi 

obtido empregando-se a fórmula de Smalian,  isto é,  



















 
 

22

1

2

6

2

4

2

22 222
40000

iii dd...dddVV      (46).  

em que: 

iV  = volume observado ou estimado até a i-ésima posição desejada,  m3; 

2V  = volume observado ou estimado até 2 m de altura pela fórmula:  

70
80000

22

2312 ,dapdVV , 

















 
 ,  m3;   

3,1V  = volume observado até 1,3 m ou estimado pela expressão 38,  com os diâmetros 

estimados pela expressão 30,  m3;   

idddd ,642 ,,  = diâmetros observados nas posições 2m,  4m,  6m,  até a i-ésima 

posição desejada ou diâmetros estimados pelos métodos ilustrados na Figura 6,  

em  cm.   

Os resultados dos critérios estatísticos adotados,  bem como do total 

percentual obtido,  são apresentados nas Figuras 7,  8,  9,  10,  11 e 12.   Para classificar 

as alternativas analisadas,  quanto à precisão e exatidão proporcionada,  em posições 

localizadas acima de hr1,  elaborou-se o Quadro 6,  onde,  pelo menor total percentual,  

pôde-se,  estatisticamente,  decidir pela seqüência E,  D,  B,  F,  C e A,  em ordem 

decrescente do potencial de uso das alternativas avaliadas.   

Na análise gráfica da dispersão entre valores estimados e observados,  

Figuras 7,  8,  9,  10,  11 e 12,  nota-se que houve melhor dispersão ao utilizar a 

alternativa D,  tanto para descrever o taper como para estimar o volume em posições 

localizadas acima de hr1.   As alternativas A,  B,  C e F foram imediatamente 

descartados,  em função das tendências observadas (Figuras 7,  8,  9 e 12).   Embora,  

pelo resultado do total percentual,  a alternativa E tenha sido ligeiramente superior 

(menor valor do total percentual) do que a alternativa D,  ao observar as Figuras 10 e 

11,  pode-se perceber que a distribuição dos resíduos foi ligeiramente melhor para esta 

última alternativa.   Embora as dispersões sejam muito semelhantes,  optou-se pela 

alternativa D,  também,  pela maior simplicidade de uso em relação à opção E.   
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Quadro 6 – Total percentual obtido com os resultados das estatísticas apresentadas 

nas Figuras 7,  8,  9,  10,  11 e 12 para diâmetro e volume,  em 

posições localizadas acima de hr1  

V

ariável 

Alternativas Avaliadas 

A B C D E F 

Diâmetro 
59,627 48,644 54,571 38,443 29,413 51,921 

Volume 
19,733 23,594 23,946 22,078 22,543 21,498 

Total 
79,360 72,238 78,517 60,521 51,956 73,419 

 

Ao analisar a Figura 7,  verifica-se uma tendência de subestimação do 

taper.   Assim,  a hipótese Ho(2) foi rejeitada,  ou seja,  as subdivisões (Figura 2) foram 

adequadas para estimar o taper empregando o método da altura relativa.   Estas 

subdivisões são observadas na Figura 6 (hrA,  hrB,  hrC,  hrD,  hrE e hrF).   
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test t student = *
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Figura 7 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa A em relação do valor 

observado,  somente para posições localizadas acima de hr1.  
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Figura 8 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa B em relação do valor 

observado,  somente para posições localizadas acima de hr1. 
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Figura 9 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa C em relação do valor 

observado,  somente para posições localizadas acima de hr1.   
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test t student = ns
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Figura 10 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa D em relação do valor 

observado,  somente para posições localizadas acima de hr1.   
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test t student = ns
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Figura 11 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa E em relação do valor 

observado,  somente para posições localizadas acima de hr1.  
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test t student = *
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Figura 12 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa F em relação do valor 

observado,  somente para posições localizadas acima de hr1.   
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Considerando-se a decisão pela alternativa D,  prosseguiu-se com as 

análises estatísticas adotando-se as diferentes alternativas de uso,  conforme definidas 

anteriormente para as alternativas G,  H,  I,  J,  K e L.   Os resultados obtidos,  que 

permitiram desenvolver cada alternativa,  são apresentados no Quadro 7.   Assim,  com 

os valores de 0

^

 ,  1

^

  e 2

^

  (Quadro 7),  segue que:   

939660910770605651 ,,
^

IV Htdap,CAR         (47), 

476630302212

2

736231 ,,

^

V
Htdap,

Htdap
CAR


  

  47663030221212 736231 ,, Htdap,Htdap   

523370302210575960 ,, Htdap,          (48), 

 
273262624220

2

0
173321 ,,II

^

Htdap,

Htdap
CAR   

  27326262422012 173321 ,, Htdap,Htdap    

273261375781852280 ,, Htdap,         (49), 

 
273262624220

2

1
525321 ,,II

^

Htdap,

Htdap
CAR


  

  27326262422012 525321 ,, Htdap,Htdap    

273261375781655600 ,, Htdap,         (50), 

 
906231191391

2

0
626350 ,,III

^

Htdap,

Htdap
CAR


  

  90623119139112 626350 ,, Htdap,Htdap    

906230808610596551 ,, Htdap,         (51), 

039340890360000711 ,,
^

hrdap,dhr         (52), 

077890

1

786300

1 902890 ,,
^

hrdap,dhr                  (53) e 

085380

2

749890

2 727750 ,,
^

hrdap,dhr         (54). 
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Quadro 7 – Resultados obtidos para desenvolver as alternativas G,  H,  I,  J,  K e L 

Variável 

M

odelo 

Estimativas 

^

YY

r  

0

^

  1

^

  
2

^

  

CARIV 21

0

^^

HtdapCAR
^

IV

^


  -1,60565 -0,91077 0,93966 0,976 

CARV 21

0

2 ^^

Htdap
CAR

Htdap ^

^

V













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dhr 21

0

^^

hrdapdhr
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
  1,00071 0,89036 -0,03934 0,989  

dhr1 21

101

^^

hrdapdhr
^^


  0,90289 0,78630 0,07789 0,985  

dhr2 21

202

^^

hrdapdhr
^^


  0,72775 0,74989 0,08538 0,979  

Variável 

Valores Médios 

I II III IV V 

CAR -0,98478 -3,97744  -2,57800 -1,44941 

0   0,70389 -0,84845   

1   -0,54145 0,84845   

    101  IIIIII CARCAR ;      101  IVIV CARCAR  e     101  VV CARCAR .  
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A partir das equações 47,  48,  49,  50,  51,  52,  53 e 54 e dos resultados 

obtidos pela média aritmética (Quadro 7),  gerou-se as expressões de taper,  em cada 

uma das diferentes alternativas de uso da alternativa D,  para desenvolver o método da 

altura relativa.    

Como a alternativa D utiliza apenas expressões de taper geradas pelos 

coeficientes angulares CARI,  CARII,  CARIII,  CARIV e CARV,  então,  na expressão de 

taper 18,  dap
CAR

hr,

CAR

hhr
d

IIIV

i

IV 





 11 26222
,  sendo utilizado as equações 47 e 27 

e os valores médios dos coeficientes angulares CARIV e CARII,  resulta em:   

dap
Htdap,

hr,

Htdap,

hhr
d

,,,

i

IV 










 2202341

1

939660910770

1

6294374

262

605651

22
           (55) e 

dap
,

hr,

,

hhr
d i

IV 










977443

262

578002

22 11  

daphr,,h,hr, i  11 502840653690775950775950   

daph,hr,, i  775950273110653690 1       (56). 

A partir da expressão 15 obtém-se que  Hth
CAR

d i

V

V 
2

.   Ao 

utilizar a equação 48 e o valor médio do coeficiente angular CARV,  tem-se: 

 Hth
Htdap,

d i,,V 



 523370302210575960

2
               (57) e 

 Hth
,

d iV 



449411

2  Hth, i  379871  

ih,Ht, 379871379871           (58). 

A partir das expressões 5 e 6,  ao utilizar os valores médios dos 

coeficientes angulares CARI  e CARII,  tem-se:  

dap
,

h,
d i

I 





984780

262
 

daph,, i  030912640182                 (59) e 

dap
,

h,
d i

II 





977443

262
 

daph,, i  5028410656990        (60). 
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O uso das equações 49,  50 e 51 e dos valores médios de 
0  e 

1  é feito 

nas expressões:  daphd iII  10  e Hthd '

i

'

III 10  ,  as quais ficaram sendo:  

daphHtdap,Htdap,d i

,,,,

II   273261375781273261375781 655600852280  

  daph,,
Ht

dap
i,

,

 655600852280
273261

375781

      (61), 

  HtHtdap,hHtdap,d ,,

i

,,

III 1596551596551 906230808610906230808610    

 HthHtdap, i

,,   906230808610596551       (62), 

daph,,d iII  541450703890                 (63) e 

Ht,h,d iIII 848450848450         (64). 

O uso da equação 52 é feito nas expressões 3 e 4,  que ficaram sendo:  

 
2

000711

31
039340890360 ,,II

hrdap,dap

hr,
CAR




                (65) e 

2
000711 039340890360 ,,III

hrdap,

Hthr
CAR




        (66). 

As expressões 65 e 66,  aplicadas nas expressões 6 e 20,  resultam em: 

 

dap

hrdap,dap

hr,

h,
d

,,

i

II 


























2
000711

31

262

039340890360

               (67) e 

 

     

   

 

 

dap

hrdap,dap

hr,

,hr

hrdap,dap

hr,

,hrh,hhrhrhr

hrhdap

hrdap,

Hthr

hrHthHthrhr

hrhrd

,,

,,

ii

i

,,

i

IV 

















































































































2
000711

31

622

2
000711

31

313122

2

2
000711

039340890360

1

039340890360

2121

1

039340890360

221

1

21

 

(68). 

Na expressão 11,  substituindo dhr1 pela expressão 53 e isolando CARII,  

tem-se:  dap
hrdap,

hr,
CAR

,,II 



077890

1

786300

1

902890

262
 (69).   Esta expressão,  aplicada na 

expressão 6,  resulta em:   
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dap

dap
hrdap,

hr,

h,
d

,,

i

II 







077890

1

786300

1

902890

262

262
      (70). 

O uso das equações 53 e 54,  na expressão 14,  resulta em:  

 
2

727750902890 085380

2

749890077890

1

786300

21

,,,,IV
hrdap,hrdap,

hrhr
CAR




    (71). 

As expressões 69 e 71,  aplicadas na expressão 18,  resulta em:  

 

dap

dap
hrdap,

hr,

hr,

hrdap,hrdap,

hrhr

hhr
d

,,,,,,

i

IV 














077890

1

786300

1

1

085380

2

749890077890

1

786300

21

1

902890

262

262

2
727750902890

22

 

(72). 

A manipulação das expressões de taper 22,  30,  32,  55,  56,  57,  58,  

59,  60,  61,  63,  67,  68,  70 e 72,  caracterizaram as alternativas de uso da alternativa 

D.   O resultado é ilustrado na Figura 13.   

 

Figura 13 – Alternativas de uso da alternativa D,  hrG,  hrH,  hrI,  hrJ,  hrK e hrL,  

definidos pelo uso das expressões de taper 22,  30,  32,  55,  56,  57,  58,  

59,  60,  61,  63,  67,  68,  70 e 72.    

Observação:  32,55;  60,56;  67,68 e 70,72;  significa que no intervalo foi usado a média 

dos diâmetros obtidos pelas expressões citadas.  61,# e 63,#* ver itens 

3.2.2.2  e 3.2.2.4.   
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As alternativas ilustradas na Figura 13 foram utilizadas nos dados das 

128 árvores.   Os  resultados são apresentados nas Figuras 14,  15,  16,  17,  18 e 19 e 

são resumidos no Quadro 8,  onde,  pelo menor total percentual,  decidiu-se pela 

seqüência H,  G,  K,  L,  J e I,  como a ordem decrescente do potencial de uso das 

diferentes alternativas de desenvolvimento do método da altura relativa pela 

alternativa D.    

Quadro 8 – Total percentual obtido com as estatísticas apresentadas nas Figuras 

14,  15,  16,  17,  18 e 19,  para diâmetro e volume estimados em 

posições localizadas acima de hr1,  referente à diferentes alternativas de 

uso da alternativa D  

V

ariável 

Alternativas Avaliadas 

G H I J K L 

Diâmetro 
38,763 37,044 94,993 63,013 46,269 64,004 

Volume 
22,128 22,419 39,07 39,846 17,567 19,927 

Total 
60,891 59,463 134,063 102,859 63,836 83,931 

 

A análise das Figuras 14,  15,  16,  17,  18 e 19,  proporciona melhor 

dispersão para as alternativas G e H (Figuras 14 e 15),  tanto para o taper como para o 

volume.   Como o total percentual foi aproximadamente semelhante para estas duas 

alternativas,  então,  pode-se inferir que constituem nas melhores alternativas de 

desenvolvimento do método da altura relativa caracterizado pela alternativa D.   

Ao observar os resultados obtidos pelas alternativas I e J (Figuras 16 e 

17),  verifica-se uma tendência indesejável,  com subestimação para algumas faixas de 

taper e superestimação para outras.   Para o volume,  verifica-se que houve 

superestimação para valores maiores que 0,15 m3 aproximadamente.   Esta análise 

gráfica sugere a rejeição da hipótese Ho(3),  ou seja,  os valores médios,  tanto dos 

coeficientes angulares CARij como dos parâmetros ij ,  não devem ser utilizados.    
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Ao utilizar as alternativas K e L (Figuras 18 e 19),  observa-se uma 

tendenciosidade indesejável nas estimativas de taper.   Para o volume,  verifica-se que 

não houve tendência indesejável,  com uma uniformidade dos resíduos para todos os 

valores.   Ao considerar as dispersões entre valores estimados e valores observados,  de 

volume e taper,  em conjunto com o resultado do total percentual,  pode-se decidir pela 

rejeição das hipóteses Ho(4) e Ho(5).  

4.2.2. Análise das estimativas ao longo do tronco 

Considerando-se,  como resultado da análise anterior,  que o uso do 

método da altura relativa,  caracterizado pela alternativa D e suas diferentes alternativas 

G e H,  aproximadamente,  apresentaram a mesma tendência na dispersão gráfica e no 

total percentual,  então,  decidiu-se comparar as estimativas feitas utilizando-se as 

posições de cubagem:  0,1 m,  0,3 m,   0,7 m,  2 m,  4 m,  até o último diâmetro existente,  

com os correspondentes valores observados.   Os resultados obtidos são apresentados 

no Quadro 9 e nas Figuras 20,  21 e 22.    

Quadro 9 – Total percentual obtido com as estatísticas apresentadas nas Figuras 

20,  21 e 22 para diâmetro e volume estimados ao longo do tronco  

Variável 

Alternativas Avaliados 

D G H 

Diâmetro 
16,764 17,210 16,219 

Volume 
21,097 21,124 21,433 

Total 
37,861 38,334 37,652 

 

Pelo menor total percentual (Quadro 9),  verifica-se que houve uma 

semelhança nos resultados,  com uma inexpressiva superioridade da alternativa H.   

Entretanto,  na análise das Figuras 19,  20 e 21,  nota-se haver uma semelhança na 

tendência da dispersão gráfica,  tanto para o taper como para o volume,  favorecendo a 
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alternativa D.   Assim,  considerando-se haver maior facilidade no desenvolvimento da 

alternativa D,  então,  deve-se utilizar dos procedimentos envolvidos nesta alternativa 

para utilizar do método da altura relativa.   
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test t student = *
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Figura 14 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa G em relação do valor 

observado,  somente para posições localizadas acima de hr1.   
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Figura 15 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa H em relação do valor 

observado,  somente para posições localizadas acima de hr1.   
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Figura 16 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa I em relação do valor 

observado,  somente para posições localizadas acima de hr1.   
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Figura 17 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa J em relação do valor 

observado,  somente para posições localizadas acima de hr1.   
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Figura 18 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa K em relação do valor 

observado,  somente para posições localizadas acima de hr1.   
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Figura 19 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa L em relação do valor 

observado,  somente para posições localizadas acima de hr1.   
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test t student = ns
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Figura 20 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa D em relação do valor 

observado,  considerando todas as posições de cubagem.    
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test t student = ns
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Figura 21 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa G em relação do valor 

observado,  considerando todas as posições de cubagem.    
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test t student = ns

test F Graybill  = ns
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Figura 22 – Diâmetro e volume estimados pela alternativa H em relação do valor 

observado,  considerando todas as posições de cubagem.    
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4.3. Análise de Modelos Estatísticos Usuais de Taper Empregando-se os Dados 

Gerados pelo Método da Altura Relativa 

Considerando que a alternativa D pode ser adotada nos 

desenvolvimentos do método da altura relativa,  então,  é preciso inferir sobre a 

utilização dos dados de uma cubagem,  obtida por este método,  no ajuste de modelos 

estatísticos usuais,  disponíveis na literatura.   Assim,  utilizando-se das 60 árvores da 

sub-amostra 1,  com o propósito de averiguar a igualdade entre o taper calculado e 

observado em um teste de validação,  adotou-se o teste FGRAYBILL com as 

recomendações de GUIMARÃES (1994).   Os resultados estão na Figura 23.  
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Figura 23 – Diâmetro calculado pelo método da altura relativa em relação do diâmetro 

observado,  utilizando as 60 árvores com as posições:  0,1 m,  0,3 m,  0,7 m,  

2 m,  4 m,  até o último diâmetro no tronco da árvore (n=740).   

Pela análise da Figura 23 pode-se concluir que os dados contrastados 

são estatisticamente iguais,  porque houve uma dispersão uniforme e equilibrada ao 

longo da reta com 450 de inclinação.   Evidencia-se,  então,  à praticamente não haver 

variação entre o taper descrito pelo método da altura relativa e o taper observado 

(4,8%).   Esta situação resulta em uma estatística muito alta para o teste FGaybill que,  

por sua vez,  erroneamente,  levaria à rejeição da igualdade entre as variáveis 
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confrontadas.   É uma condição aceitável de estimação,  pois,  conforme GUIMARÃES 

(1994),  apresentou significância para a estatística FGraybill,  com alta correlação entre 

valores observados e calculados (99,6%) e um baixo erro médio (-0,9%).     

Apesar de o taper descrito pelo método da altura relativa ser 

estatisticamente igual ao taper observado,  em um teste de validação,  depreendeu-se 

ser necessário comparar as equações de taper,  obtidas pelo ajuste do modelo de 

DEMAERSCHALK (1973)  com os dados reais da cubagem e com os dados obtidos 

pelo método da altura relativa.   Obteve-se as equações apresentadas no Quadro 10:  

Quadro 10 – Equações do modelo de Demaerschalk obtidas pelo ajuste com os dados 

reais e os obtidos pelo método da altura relativa nas 60 árvores 
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Os procedimentos para se obter as equações apresentadas no Quadro 10 

podem ser encontrados em LIMA (1986) e CAMPOS e RIBEIRO (1982).   A partir da 

equação 73 obteve-se as equações 74 e 75 para estimar a altura onde ocorre 

determinado diâmetro e o volume até este limite,  respectivamente.   O mesmo resultado 

foi obtido por meio da equação 76 que gerou as equações 77 e 78.    
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As equações obtidas,  através do modelo de Demaerschalk,  equações 

73 e 75 (taper) e equações 76 e 78 (volume),  foram utilizadas em um teste de aplicação 

realizado nas 128 árvores da sub-amostra 2.   Utilizou-se as mesmas posições de 

cubagem adotadas na avaliação dos métodos D,  G e H.   Os resultados são apresentados 

nas Figuras 24 e 25.   Nota-se que houve uma similaridade na dispersão dos valores 

estimados em relação dos valores reais,  tanto para o taper como para o volume.   Pelo 

total percentual observa-se uma superioridade no uso dos dados reais para ajuste do 

modelo de Demaerschalk (152,1% contra 156,1%),  conforme esperado.    

Considerando que,  para ajustar o modelo de DEMAERSCHALK 

(1973),  a diferença entre utilizar dados reais de uma cubagem e dados calculados por 

meio do método da altura relativa,  foram insignificantes,  então,  pode-se recomendar 

ambos os métodos.   Cabe lembrar que no método usual,  na maioria dos casos,  

utilizam-se dados medidos em várias posições ao longo do tronco em árvores-amostra 

abatidas.   No método da altura relativa,  utiliza-se apenas uma única medição em um 

ponto localizado entre o dap e a altura total da árvore-amostra em pé,  sem a cubagem.    

Todavia,  como até então utilizou-se da fórmula de Smalian para estimar 

o volume,  resta saber se é mais adequado utilizar a integral da equação 73 (equação 

75) ou a fórmula de Smalian (equação 46).   Assim,  por meio do teste FGRAYBILL e das 

recomendações de GUIMARÃES (1994),  procedeu-se à comparação entre os volumes 

estimados nos dois casos.    

Pela análise da Figura 26,  observa-se uma tendência na dispersão,  

evidenciando diferença significativa entre as estimativas.   Pelos critérios de 

GUIMARÃES (1994),  nota-se uma situação aceitável de resultados,  isto é,  estatística 

FGRAYBILL significativa a 0,1% de probabilidade,  baixo valor para o DMP (-6,3%) e 

alta correlação (98,8%).   Ainda,  com 5% de probabilidade,  observa-se um alto valor 

para a estatística P% de 32,1%,  o quer dizer que existe uma diferença de 32% entre os 

volumes estimados pela integral da equação de Demaerschalk e pela fórmula de 

Smalian aplicada em uma cubagem simulada com diâmetros estimados.   
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Figura 24 – Diâmetro estimado em relação do diâmetro observado utilizando-se o 

modelo de Demaerschalk,  equações 73 (a) e 76 (b).   



 66 

test t student = *

test F Graybill  = *
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Figura 25 – Volume estimado em relação do Volume observado utilizando-se o 

modelo de Demaerschalk,  equações 75 (a) e 78 (b).    
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test  F Graybill  = *
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Figura 26 – Equação 75 em relação da equação 46,  utilizando-se do modelo de Demaerschalk 

ajustado com dados gerados pelo método da altura relativa. 

Para complementar a análise,  averiguou-se qual das equações 

proporciona a melhor exatidão,  principalmente sem tendências indesejáveis de 

estimação do volume em diferentes partes do tronco.   Para isso foi elaborada a Figura 

27,  onde detecta-se uma expressiva superioridade da fórmula de Smalian que resultou 

em um total percentual de 29,7% contra 103,6% (Figura  25-a).   Outra estatística 

importante é a precisão,  obtida pelo teste de Qui-quadrado,  cujo resultado,  com 5% 

de probabilidade,  indica haver uma estimativa do volume pela fórmula de Smalian 

diferindo em 14,0% do real,  contra 62,5% obtido pela integral (equação 75).    

Pela análise dos gráficos mostrados nas Figuras 25-a e 27,  observa-se 

que houve uma dispersão indesejável para ambas opções de se estimar o volume,  mas,  

o melhor comportamento,  foi obtido pelo uso da fórmula de Smalian.   Assim,  mesmo 

havendo tendência à superestimação para valores maiores do que 0,15 m3,  decide-se 

pelo uso da fórmula de Smalian e a hipótese Ho(6) é rejeitada.   Isto implica que a melhor 

alternativa é realmente usar o método da altura relativa para gerar os diâmetros em 

diferentes posições e,  em seguida,  computar o volume,  utilizando a fórmula de 

Smalian,  até o diâmetro comercial desejado,  ou seja,  não ajustar modelos de taper e 

adotar o método da altura relativa empregando-se a alternativa D.   
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test t student = *

test F Graybill  = *
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Figura 27 – Equação 46 utilizando uma cubagem estimada com a equação 73 em 

relação do volume observado.   

A análise permite,  também,  inferir que durante a condução de um 

inventário florestal,  se houver interesse em obter altíssima precisão,  na estimativa do 

taper e do volume,  deve-se,  então,  mensurar o diâmetro localizado na altura hr em 

100% das árvores e não em apenas alguns indivíduos existentes dentro de uma parcela,  

conforme foi feito por ANDRADE e LEITE (199b),  Figuras 20 e 23. 
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5. RESUMO E CONCLUSÕES 

Neste trabalho foi realizado um estudo de caso utilizando-se de 188 

árvores-amostra de eucalipto,  tendo,  como objetivo principal,  decidir sobre a melhor 

alternativa de gerar expressões de taper empregando-se o método da altura relativa.  

Os procedimentos adotados constaram da avaliação de algumas 

alternativas de divisão do tronco em um maior número de intervalos,  resultando em 12 

diferentes alternativas de uso do método da altura relativa.   Na avaliação,  utilizou-se 

de um total percentual e da análise gráfica de resíduos.    

O total percentual,  envolvendo os testes t e F de Graybill,  com as 

estatísticas de menor desvio médio (DM%),  menor Bias(%),  maior correlação linear (

(% )YY
^r ),  menor erro padrão residual (

(% )YY
^s ) e menor precisão obtida pelo teste de Qui-

quadrado,  foi obtido por:  
   

%
YYYY

(% )(% )% PsrBiasDMTotal
%

^

%

^ 







 100 .   Os 

gráficos de resíduos foram feitos tendo a dispersão dos valores estimados em relação 

dos observados.   Assim,  a melhor alternativa foi selecionada por meio do menor total% 

e melhor dispersão gráfica do taper e volume em diferentes partes do tronco.    

Com base nos resultados obtidos e na maior facilidade de uso,  pode-se 

concluir que,  por meio do método da altura relativa,  os procedimentos adotados para 

a alternativa D foram os mais adequados para se obter equações de afilamento do 
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tronco.   Ainda,  pode-se observar que há indícios de se poder utilizar,  também,  das 

alternativas E e F em outras oportunidades de estudo do método da altura relativa.    

Quanto ao uso dos dados de diâmetros ao longo do tronco,  obtidos pelo 

método da altura relativa,  pode-se concluir não ser um procedimento adequado porque,  

em um teste de aplicação da equação resultante,  não obteve-se resultados melhores 

que aqueles obtidos pela alternativa selecionada de conduzir o método da altura 

relativa.   

As análises feitas,  com resultados obtidos de taper e volume abaixo do 

dap,  permitiu concluir que deve-se adotar uma expressão de taper gerada com o 

intervalo formado entre 0,3 e 1,3 metros do terreno.   Recomenda-se mensurar o 

diâmetro variando entre 0,2 m à 0,4 m para formar o intervalo com 1,3 m.   

Deve-se utilizar a fórmula de Smalian ao invés da integral da equação 

de taper para computar o volume comercial.    

Sobre o método de avaliação adotado,  utilizando o total percentual e a 

análise gráfica de resíduos,  pode-se concluir que se mostrou mais representativo do 

comportamento das estimativas avaliadas do que se fosse utilizado métodos usuais.   

Houve uma melhor coerência entre a análise da estatística precisão (P%) e a análise da 

dispersão gráfica de resíduos.    
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